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Einleitung

Der (klassische) Grad-Limes, Transportkoeffizienten

Den Weg von der Liouvillegleichung zur Boltzmanngleichung zu [inden,
von der exakten klassischen Dynamik zur kinetischen Gleichuny fiir ein
System von n Massenpunkten, war daz Ziel eciner Reihe von Arbeiten um
das Jahr 1946, In diesen Verdffentlichungen von Bogolubov, Born,
Gireen, Kirkwood und ¥Yvon (1,2, 3 und 4) wurde die Liouvillegleichung in
Form einer Hierarchie von Gleichungen fur j-Punkt-Korrelationsfunktio-
nen behandelt, der B{ogolubov)-Rlorn)-G(reen} -K(irkwood) -Y{von) -Hie-
rarchie. -
1856 zeigte Grad (5), dass die Miferentialgleichung fur die
reduozierte 1-Punkt-Korrelalionsfunktion, die erste Gleichung einer
zur BBGKY -Hierarchie #hnlichen Hierarchie, gegen die Boltzmannglei-
chung strebt im Grad-Limes {(Teilchenzahl n gegen Unendlich, Teilchen-
durchmesser R gegen Null, bei konstanler mitilerer freier Weglinge.
Mathematischr Skalieren von n—=ng =1jtn, Paarpotential ﬁ ] 1" qE}—q-
?ffi{ql._qz} = 535{%1 -.2-2} und Limes g—=0). Diesen Limes filhrte
Cercignani (8) 1972 fir ein Bystem von harten Kugeln durch. Flir dieses

System zeigie Lanford (7) 1974, dass Losungen der BBGKY -Hierarchie
fir Zeitenwifs der mitil ercn freien Flugzeit existieren und im Limes
gegen Lésungen der Boltzmannhierarchie streben. Diese Resultate wur-
den von King {B) anf positive Potenliale verallgemeinert, Weiter wurde
die deergenz der Losungen der BRGKY -Hierarchie gegen Ldsungen der
Boltzmannhierarchie fior beliebige positive Zeiten gezeigt, unter der
starken Voraussetzung, dass die Norm der Losungen der BBGKY -
Hierarchie beschrinkt bleibt.

Die Berechnung von Transpartkoeffizienten (9, 10) mit Hilfe

der Boltzmanngleichung bringt den Vergleich mit dem Experiment., Man

erwartet gute Resultate [ur stark verdimnte Giase, bei nicht zu tiefen Tem-

peraturen, falls Kopplungen an innere Freiheitsgrade der Molekile ver-
nachlissigbar sind. Fiir tiefe Temperaturen ergeben sich signifikante
Abweichungen zwischen {klassisch) berechnelen Keoeffizienien und Mess -

werten (11, 12, 13}, Erselzt man jedoch bei der Berechnung

i
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den Wirkungsquerschnitt in der Boltzmanngleichung durch den

guantenmechanisch exakten Ausdruck, dann crreicht man wicderum
gute Uehereinstimrmung zwischern experimentelien Werten und théure-
tischea Voraussagen {11, 12).

Dieges Ersetzen des klassischen Wirkungsquerschnittes durch
den guantenmechanischen Ausdruck erscheint zwar plausibel, entbehrt
jedech vorerst jeder theoretischen Grundlage, denn in einer Limesdy-
namik der klassischen Liouvillegleichung findel ein quantenmechani-
scher Wirkungsquerschniit keinen Platz. Zudem ist man auch in der
Interpretation der 1-Punkt-Verteilung in der Beltzmanngleichung nicht
frei; Bei der Herleitung der Bolizmanngleichung Uber die BRGKY -
Hierarchie erscheint diese Verteilungsfunktion als 1-Punkt-Korrela-
.tinnsfunktion einer klassischen Verteilung iiber einem klassischen

-Phasenraum, und rnan hat nicht nur fir den Wirkungsquerschnitt son-
dern auch fur die Verteilungsfunktion eine quantenmechanische Deutung
zu finden. Zwar gibt die Wignerdarstellung der Quantenmechanik (14,
15, 16} quantenmechanische Zustande als Verteilungsfunktionen iiber
einem Phasenraum; diese Verteilungen sind jedoch nicht positiv {16},

und nicht wie klassisch als Wahrscheinlichkeitsverteilungen interpre-

kann man daher nicht nachiriylich Korrekturen in der klassischen
Boltzmanngleichnng vornehmen, sondern man hat auszugehen von der
quantenmechanischen Dynamik.

In der vorliegenden Arbeit wird heuristisch untersucht ob,
ausgehend von der quantenmechanischen Dynamik, in einer quantenme-
chanischen \?era]_lgerﬁeinerung des Grad-Limes eine Boltzmannglé_ichung
hergeleitet werden kann mit guantenmechanischem Stessterm, und einer
FPhasenraum-Verteilungsfunktion die positiv ist und eine Interpretation

als Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber dem Phasenraum zulisst.

Beschreibuny des Systems

Betrachtet wird ein System von n {(verschiedenen oder gleichen) quan-

tenmechanischen Massenpunkten der Masse m in einem beschriankten
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. 3 . .
Bereich V des BB . Der Hamiltonoperator des Systems sel

Blr—a.)= P1R)

mit ﬁ;} - ; é;,f-,g} der Superposition von Paarpotentialen ﬁ;{-ﬁ}-
'é;ﬁ-)ﬂ) . ¢9&-ﬁ} habe die endliche Reichweite B, d.h. ﬁfﬁ";ﬂ}iﬂ

falls f]ﬂ,;z./),? Die Wechselwirkung mit dem (glatten) Rand 2V wird
entweder durch e€in Wandpoiential oder durch Randbedingungen beschrie-
ben. Als Randbedingungen [ordert man beispielsweise elastische Refle-

. . . . W
xion anf 2V (mathematisch; fiir qi £ AV und pt.-n{qi! =0 151/&{ {xI . .xn}

i’,ﬂw{ - pi-zﬂ{qi]'(pi-n{qi]'}, q;- - - }). Das System sei stark verdinnt, d.h.
¥
( =nR3fV-d‘=- i, ) {;

Die thermische Wellenlange A= %}%" igt eine far das Auf-
treten von Quanteneffekten relevante Grosse. Fiir Temperaturen TET 1
wobei T1 definiert izt dorch ;\'.{Ti} = R, erwartet man quantenmechani-
sche Korrekturen fiir Stdsse zwischen Massenpunkten. Falis man n
gleiche Massenpunkle betrachtel, hat man zusitzlich Austauschellekte
bet den 510ssen zu beachten und Effektie der Quantenstatistik zu berlick-
gichtigen fiir T:&mpﬂraturen TZ TE‘ wabei ']f‘2 definiert ist durch :
l{Tzl =(V/n) B. Fiir Helium-4 hat man beispielsweise die beiden

Temperaturen
T

1 TE
23 %t %3};%’—/%
U R34 ST H (prk)

und Helium-4 (Helium-3} gehorcht der Bose (Fermi) -Statistik. Es wird

sich zeigen, dass im betrachteten Limes das System unendlich verdinnt
ist (J(ﬂj} und dass Effekte der Onantenstatistik far positive Temperatu-
ren vernachlissigbar werden [T2=ﬂ]. Daher beschrinkt man sich bei der

Behandlung des Systems vorerst auf den Fall der Boltzmanastatistik,



1. Der mathematische Formalismus

I.1. Kinemaiik des Systems

t.1.1, Operatorformalismus

Ein allgemeiner Zustand des Systems sei P (Dichtematrix). Sei ff“’>=
4{ . f’ﬂ} ein vollstandiges Orthonormalsystem von Ortsfunktionen.

Damil hat man die Ortsdarstellungveon P
P=fefiaft (> B2 > <5 1.1

Analog dazn hat man fiir ein vollstindiges Orthonormalsystem von

Impulseigenfunktionen ;ﬁw)rﬁ,_,ﬁ) die Impulsdarstellung von P
_ v fA) L &
Tl () $p 1P > <] (1.2
Fiir ein allgemeines vollstandiges Orthonormalsystem schreibt man kurz

P Frr, ., m) (1.3)

Man fordert Fiir P, dass

Flrn, . ., zo0)= Ttr, ... ) .3

fiir alle 7 & Sn: valle Permutationsgruppe
_ der Ziffern 1...n (1.4)

Im Falle eines Bose (Ferrmi)-Systems hitte man die Zustinde zu

symmetrisieren {antisymmetrisieren}. Der Erwartungswert einer

Obszervablen A im Zustand P 1st gegeben durch

A dp= T 7H = 7 (Ptr-m) V00 0)) -
’}I;‘?ﬂﬁ‘ gzwfﬁﬁﬁ'{) gﬁwf"‘f/ﬁm - {1,5)
ﬁ 2 PP S A >

Fiir Summationsobservablen, d.h. Observablen der Form



/? ﬁ!=d"erh-¢--¢} S E” {1,6)

AWni‘-ﬁfﬁ

mit aj symmetrisch, d.h,

ez;,-(m.-.,rg,ﬂ = arr.. )
fir alle F& S]_= volle Permuiationsgruppe

der Ziffern 1...}

gilt
* W Pr..n) A = Q0 T s a;t6..5
rEen e
»
g gty e T G
dff—"ﬂ

"fr? 47 %0 ) = Ty

d.h. es geniigt zum Bilden von Erwartungswerten die Kenntnis von

| 7 P IeT '
j-Punki-Korrelationsiui€iionaen

2 —
?d)' R d;:’_ ;Z) {1.7)

Man hat die Normierungen

=
i ALY g

i M-;.?!

(1.8}

Man definiert reskalierte j-Punkt-Korrelationsfunktionen durch
-gd" E‘?}f?'-"of)ﬁ fffﬁ,;)gﬁ&;/z’p {1.9)

mit der fir den Limes #—«> angepassten Normierung

8= gad T (1.10)



1.1.2. Wignerdarstellung

Wigner definiert eine Phasenraum-Verteilungsfunktion als die Fourier-

transformierte der Nebendiagonalelemente der Dichtematrix

/trr,, .y ¥ )=
(.n’ :-r

wﬁ“ﬁ”’ 2 ’?“’JE“”/R’ “ud 2D

fas

i)t 7T g vt

- +n) =d |
xe =g po) e 2

/‘#w hat folgende Eigenschaften

S = <P

/ﬁ;(;a ﬁﬂh; "o Q’”)’/y/;ﬁ’w)

und

Y s
Das Wigneriquivalente eines Uperators ist definiert durch
/ {/m}r /m ) =
/5? M!
‘/&/f 7 (f‘i‘if"";’ﬂ/_’?w e 2 )
ﬁr}fﬂ;
- A/’ L “he g led £

-—

Damit gilt

(1.

(1.

{1.

(1.

(1.

11)

12}

13)

14}

15}
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eV e 2 a.

16)

und somit ist der Erwartungswert jedes Operators durch ein Phasen-

raumintegral gegehen.

Weitere Eigenschuflten von Wigneriquivalenten Operatioren sind

@ A =Ap A=A _ (1.
W Ay A i (1.
@ Letomsd,  H=4 | (.
o G o I A
o G-
O G A7 e G N > .

17y |

18}

19) -

20

21)

22)

Mit {a) und {b) folgt zusammen mit der Linearitit der Fouriertransfor-

mation, dass das Wigneriquivalente des 1familtonoperators identisch

izt mit der klassischen Hamiltonfunktion

Hﬂw;;!#f)gifwa;/ﬂy_};g :;ZZ: ng'f;f) (1,23)

Das Wigneriquivalente eines Produkies von Operatoren kann man dar-
i
stellen {geniigende Regularitit der Funktionen Jpl“‘}' *') \ B?g%’” )

vorausgesetzt) mit Hilfe der Wigneraquivalenten Operatoren

( JB)‘U{?(?;? ra} ) = f‘;/}“ ,fu}e Z’é AB 2

e ral ) < 1.

24)

-2
- 3“”’/":;?’”/ e Af :f:l"',;?"‘".) (£.25)
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wol-)ei
A= T.— A, {1.26)
5 3 233
A - = g“_‘_—
z ?’i"’ 9};’&) £_§ 573
- — {i.2T)
23 B

der Poisson-Operator ist. Durch
® - _ - _,9-_}" .
7{;‘ e - 153 jE/ =R f )T /f;,-.a/f,,,a B 0,2/ (1.28)
Y &Y /ara

definiert man reskalierte j-Punkt-Wignerfunkticnen. Zum Behandeln

der Zeitevolution in Analegie rum klassischen Fal! (5, 8) definiert man

reduzierte reskalierte j-Punkt-Wignerfunktioncn

4(’; - V . £/ "-'J'fz. };/ﬂ”;,- A‘/ffg- .X:‘f {) {1'29]’ ,,
)Pam",- y“) _ .

Poye) = 2% ',t'e-/}ﬁ/ﬁ“"if;ﬁ*’-‘*’“( (1.30)

1.2. Dynamijk des Systems

1.2, 1. Operatorformalismus, QM -BBEGKY -Hierarchie
Fir die Zeiteniwicklung der Dichtematrix gilt im Schrodingerbild

(6= 1)

?'7..-.,." [% 7] I(L.ﬂl‘j.

Man definiert



-12-

] ﬂ.z
a1t y'}=‘§—;m (1.32)
y74 rf.;?,-} Ztifﬁffﬁﬁﬂ {1.39%)
Hery) = A -yt + Lt ) (1.34)

und die quantenmechanischen Liouvilleoperatoren

Lotr .y ) = LAt 2, 7 (1.35)
Z-ff*f- ";‘) - [{7(?-9';{’ - *'*] {1.36)
[ff-;y,'f = Lotr ype Ly (7)) (1.37)
Fir die Zeitentwicklung der j-Punkt Korrelationsfunktionen {1.7) erhalt
marn
Tin ) = ,H,- Fo L H v mly P m] =
Flrr#
L. . -+
b y.’bf'? [t y) Pro- -]
+ [ )M’r b Zﬂ"-—r._,. L4002 7171 mrlt
' Jf-"}.!sﬂ
+E M* ).r 7r [z‘;’,‘{lf’: T fﬂf' """]
ldf"" P Y.

Der dritte Summand dcr rechten Seite verschwindet wegen der Randbe~
dingungen an das System (1.49). Wegen der Symmetrie von P(1...n} in

den Argumenten (1.4} erhdlt man
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-

?ﬁr;j)'—' "‘t-[/;zr‘f- ’;J; 2‘(7- -F'“ }

£ 2 T I B tiges s Pt o]

£=T g (1.38)

d"=‘f}- -J#

//_3; w7
., =0

Dies ist die QM-BBGKY -Hierarchie in Operatorschreibweise. Fur

reskalierte Dichtematrizen srhalt man in Vektorschreibweise

g=/F2 + Cg (1. 39)

mit

o :‘.;:?,5-?
gf':’;;w c * -7

mit g;&'ﬁ =_n 2 f_r" i"'f}é., f:’i’}?;}

‘I"H d"H

1.2.2. Wignervdarstellung

1.2.2.1. Zeitentwicklung der Dichtematrix in Wignerdarstellung

Setzt man in die Definition (1.11) der Wignerfunktion fiir die Zeitent-

wicklung die Schrédingergleichung {1. 31} ein, dann erhiilt man
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L — — G
e A
- X N - e - -
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5_3/ ety -yt
Fd %_:E tar F .
%ﬁ%ﬂ/ﬂi"e Zd Cp e ft CTT Y

clm LG Oyt

Fiir den Kommautator in Wigﬁerdarstellung herechnet man mit (1.24)

und {1.23)
T = ~F LD 1781°] -

- L w ow N,
g lpRem NPT - T W]

{1.41)

Mit der Definition (1.26} ist

(ﬁn ;/1)“':(&;/11.){:'@;/17}-@;A’IXM-}L/L) {1.42) -

D% ung mit der speziellen Form (1.23) von < 0l

We g-e'fl /“,w= lzﬁ.ﬂ-:i

hat man schliesslich

3w

a?/-“ fx,,._*, Fa;“é} -

= J- ﬂﬁ } -+ 57 o E;{—/i . -
[Zﬁg -fj%{,;@{?gl} e ]/0.[‘.1_‘;,_1-#‘;{)-

£m
e L @ .
= a (7-- S 4 v Vafl) = .
[ [ {7 Jf’jzt-‘;.fﬁgf 73' ‘7/41 { A | {1.43)

= L n) ot 5y ) {1,449
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mit den Definitionen

D) =g 751G 5
* 1 3

Lltry) = 22 37

== "

J

Koy

e e E

A(fmﬁf"a}‘»’ = Z ﬁ%'}&)
L Ctrey) = LT ) e 250 )

1.2.2.2. QM-BBGKY -Hierarchie in Wignerdarstellung

(1. 45)

{1. 46}

{1.47)

(1.48)

Mit der Definition {1. 28} ftr die j-Punkt-Wignerfunktionen und der

Zeitentwicklung {1, 43) der n-Punkt-Wignerfunkiion erhilt man

B pw :
3?‘7{;!&,..,:‘,}:-?}! . |
R L = D |
:Jaf'__"@};'f //ém %?yﬁ e -x,,-{;gf-‘?;w__ﬁ,./f, :

el v
el - . Q ]
+ /é::éw ?’-ﬂ . -;Y*; {) "“,,53.’- -— ‘ﬂ/;:# +

(48 s

¢ ) ey Bt vy 1 P e
{”‘@;; v, / &

77y v

4 Z—-r.srl;,- @"ﬁ%%--%‘;@f{%- ---a/}f)

il

Es verschwinden Terme der Form



=16~

f’//} ﬂﬁ‘ig’/‘%"‘”"“*ﬂ”= .

Wegen der Handbedingungen in @V (7, 8}. Weiter verschwinden Terme

der Form

PRz A S
0

/ﬁ;;az/’,afr A AL A j O‘Wi‘#w N A el

Etwas gllgemeiner gilt

ﬁ{"‘&f /2 ﬁ?'ffx}uﬂfh— WAL I (1.48)

rlenn

p—y

%’ ﬁ%ﬂ-ﬁﬁ&fféfﬁéga&--%«k

,/‘
=
- & O
M‘#Z -.,//J /ﬁ_cﬁ)/*qfﬂ’ x,. <) =

‘Jd'_:-ﬂ



-1%-

fﬂ:ﬂ#
-2 St/ =
=

Damit verschwinden in der Zeitentwicklung die Terme 2 und 4 und es

bleibt

o) &
52’%(};..;&-}--&)= : .

- [.:-2 %ﬁ@% ’;% ﬁ%‘#”]f}? thee 5540+

A
+ ﬁdf#y}’_! ﬂ{ggp a/g',:?-—; ﬁ;{-}gﬁ . e &/
' JFIE

Wegen der Symmetrie vcn/w in den Argumenten ({1. 4} und {1.11))

erhilt man schliesslich
2 p@ . /% o :
3{7;(&“5-;{} = fT"J“’?f”""Q'{"“*

) at)
01 T Bl fl

{1L.50)
f’i:f‘%','

Dafilr hat man in Vektoraotation
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ﬂ_ﬂ/fﬂ= /% , C.,;Z/m

mit
(2,2. =}{,fﬁ,..§-”;f—’i
w_ /@ o f°
4 -‘/Z;J/ und é; /Zw(?';f) ‘.?.

o £F iz
(»m__ (’C;u/ undd C}“ -'~'/ . 4
- Gigrr I

i G/ PP L

{1.51)

Allgermein kann man eine Gleichung in Gperatorschreibweise sofort in

Wignerdarstellung angeben mit Hilfe der folgenden Uebertragungs-

nrinzipien
prinzipie

._L‘ZG ”_,0’,) —_— Zamﬁ-bf}

—ehytr ) > L)

e litr ) — L)
Ly —— &

LS
S —— A
{:" r
L //:w"%’w
-4 ﬁ.irr '

By tr g, l—> 7l gt

(1.52)
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1.2.2.3. Reduzierte QM -BBGKY -Hierarchie in Wignerdarstellung

TFir die reduzierte reskalicrte j-Punkt-Wignerfunktion (1.29) hat man

die Zeitentwicklung
) /%
1"4’!
":"’d&};//f ’ ﬂ/?ﬂ ?”Z%ﬁ?}{

gt
&

/a {x. .w,./-‘f-')

Terme in der zweiten Summe sind wegen (1. 30} und wegen der endlichen
Reichweite des Potentials Null, falls i £ j und k& j+1. Terme mit i® j
und k% j werden Null wegen der Randbedingung (1.4Y). Fiir die restli-

chen Terme mit 1£ i< k = j erhiilt man

3‘?’5? )=
Ff"ﬂ;—ffj ,4/’ A%, mﬂ_ﬁ"”’ LY/
f?j y!if
-t ‘%"{ .«:.--;,, : .n-'ﬂ/}# #w%ﬁ- JEI
J‘,H'-if
L ) [y g B i)
'zt St
""[Z 572‘*2&;@ ﬁ)]) %/},-.ﬁ

!/faf *)

/,ﬂ fr:,-.

Zrii(2 /MJ 4 'é/’;ﬁ//a@»- A

e’f-‘-f”
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/-ﬂ‘%r.-.r,j-é')
+2#ﬂ’,77 [;—A;/J,é//ﬁ%ﬂ A2
e

tﬁ 7&)" LHF e
/'((!?f,-

= /£ (‘f-b;} e v 4+

(o [ 5 o B
7 o /R

caz ]/a -2 ;)

Es ist
- ‘?; /
_ . 32
Jm—rﬂ!}g’ ,-.a"ﬁ’y#%;._ e } =
Dy 7
-7 3 ' -
o ey zp{‘;-f %'r) /ﬂh‘z a/%lﬂ (J,..je;,}-(}

é?f" _;’;;‘-H / -/,17

fur einige ¢ 3+ Z

Fortgesetzte Aufspaltung des Integranden nach "¢lusters” der Form
A™(q) (8) [ihrt schliesslich auf die reduzierte Hierarchie

Fd = L B .59

é./‘Z' - éfﬂ{“" ‘{r’f"")
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'3 -_-Iap

5 =

5-8y) B/

27

b
Bigrs =

5' ¥ ?.!- D) ¥ H
_#:?’/éﬁ ’éﬁfw}"" = A ;5-,}?
2570,
»%l',ﬁ- “ﬁ/‘"—‘;’? D/

wobei Am{q} definiert ist durch
&m{q} = {(ql. . .qm} - fiir jedes i, J £1 £ m existiert eine Keite von

Indices iD=i, il' . 'ir' welche alle zwischen 1 und m liegen,

so0 dass [qi —qil & R gilt fiir 1 £ k €r und weiter ist

b -q] £H fir gewlsse 5 zwischen ¢ und r.S
]

1. 3. Darstellungswechsel durch Fouriertransformation

Es sei in Ortsdarstellung ein Malrixelement
Cr-L2//4Blg+¥2)

gegeben. Fur die Darsiellungswechsel nach Immpuls - und Wigneidarstel -

tung hat man
Cp-#L14BlIp1d L) ~
e s Jtp _EAT
7-F2 1IAF] 742 >
et Je T 003 W

mit
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[£B]U,p) - 7% < G dellnBlpede>

und
<7-4allAB] lrede > -

L ey
"#/ﬁﬂ’f/f f/{? ]
g VR FY pod o)

- Jop 04,872

mit

[4B] 2= Wf /. SRyt )

. Man hat wie fir (1.41)

[-é?; 3} ‘¥ ¢ =
If-fff
e el

= -2 S (s E g -G PV )

Weiter ist

— z.
é’ﬂﬁé’/ = &£ A ]B

und wiederum mit {1.41} ist

""#ﬁ*z)'g 2 s f @ -[,ﬁvﬂ,]{- prs
(g Tpet - [ 3 -

-

a;‘ “«’ﬁa;r 4—%,4' 76//

(1.54)

Bl teipsi )

algo ist beispielsweise
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__2;.‘ Ly ﬂ@fﬁfe?’z’?f 7
zﬁ%aﬁf' Ehboa €

(;J’ LA - E x§*/2ﬁ4§) A By 2
tA'/r‘?%’f' ’z‘.’/ﬂﬂz’
Fere) € & {ﬁ-’z-n}.&"z e
= e Pog—p) |
/ A/m;f' ,;/ﬁ.y{ ~gF Aoy
£ .-E Lt} 5y 721 € -
Ez-fQEaaizf w
“ N
ﬁ&fziﬂgiﬁﬁ;f’ v
/",ér 2 A AV
fﬁ’.f*ﬁ 2 js

o BT (2, ¢1) $2029)%

Weiter ist
7 (. I w_, 7 w o
i (317 Syt )" = it § 11 ) =
’zizipﬁaﬂﬂﬁ;f’*5{75??Lg1f5';14/

denn man hat nach Definition die Fouriertransformationen

v gl
A gy = wlm € Ty 415 et

- i &

und

{1.56)

(1.57)
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w1301y = (FB)- 5.1 [28) + 62

(1.58)

oy F TN 1

1.4. Abseparation der Schwerpunktshewegung (17}

Den Zweiteilchen-Hamiltonoperalor H{12) {{1.32), {1.33) und (1. 34}

kann man schreiben

H:’ra)-——,-é{(?z)f,%ﬁz}:/é? + 5 {(1.59)

wobel

nand

p=r, + A lr2)

(£2)
-/90 = 2. /4)

(1.60)

Fiir Matrixelemente (jg,,ya /ﬁ?/{]ﬁ) hat man

Sppld 144 D=

g g s T

Yy :
AR R Y WP
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o G L) S o VE S 0
en (0 IR f 2
HEET) L (ZH2E) |
S 25 ) oy fﬁ}f;,y, S

c - £t CE IR
e Pl pd-al) FrAE— T

wobei man die Definition

<I;TIL }f{y {7:’ jf.—_)

¥, ¥ > 3
f= ﬁ,/ i ;-;;/i) d-2e 7, 4 5.)

und die Beziehung
({#,!z )’ﬁ?/;}r’yz > =

= G(?L -;77,) J}r;,—;,)ﬁy,-ﬁ/=

- ﬂr}{-j’,-‘!; _;;"T 4';1‘) 0( 5( ﬁ:jf-_i_ g;?f)'

=

bentitzt hat.

-{1.61)

{1.62)
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1.5. Zur Streutheovrie des elastischen Zweierstosses

Formal hat man die Streuoperatoren

. .
= Hrre) % —“'gffz) 3
‘/?_..u. = _ﬁ; &= ¢ 3 = d ft

vT—rto
"_'_{A % _-{.-ﬂ’én %
- e © et
P

5-5«4_!2%

« —Zo

und die Greensfunktionen

by = —L—
E—FA Ft €

und daraus folgt

Gz Htrz)= &£ Huz) + &L L) bt Helrz) =
= e ,{d-ffz) + ff'%frﬁ,./zf — G b B trd)

"L 6._.; 444 rft)ﬂf

Ein T-Matrix-Element ist definiert durch

{1.63}

(1.64)

{1.65)

{1.66)

{1.67}



$op!T/ f/r*} = ol Hytr2) 120 /520 > ~
- sl bz | 5D

und falls die Hilkertriume der Anfangs- und Endzusiinde identifiziert

werden kinnehn

‘ | A TIL > =L [l ls [A.> (1.68)

‘ Damit berechnet man beisplelswelsc

LB LS < <L f+8, B 1A >
e Er Mo 20 P I

x 4
= J@{-_gi/;t_ 3 M,_?E(,f u,e,m;,mo .
gmgagr,,ﬂ/j,,h 7 4!,;}?_;&4 > {1.69)

| FRO-EL)- e

uwnd analog

CAV DS

- S A f}-f:@")ﬁf <AITIL)

{1.70)

wohei

: 7= zv/{/

Es gilt das optische Thecorem

b L1714 = B b e S S Wm0 1>
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1
Zum Auswerten von Integralen tuber m benitzt man die formale

Beziehung

——

xitE X

‘. _ 0 e der (1.72)

Der Zusammenhang zwischen T -Matrix -Flement und differentiellem

Wirkungsquerschniti ist

(L] 14—t ot B JALTEN T a0

1.6, Ensembles
Das klassische kanonische Ensemble, fir das klassische System mit -

Hamiltonlunktion {1.23) ist

=/

/a L v } ’f’ E'ﬁ’é/ﬂ‘;fr-'f-)
. =
-- - a, gﬂ/

(1.74)

mit

” /yc!faf ﬂ;"l
7 e 7S

V7

Bei Skalierung des Polentials fsfﬂ -——’74;() geht die Zus;;andssun-tme
aber in :
(2L
E?é? =ij/££$::§§:ff? /d = r‘tﬁé@
o o2 {1.75)
—a - i |
¥ e E;;é:f .,;Pﬁf d?/!J4§' fﬂsav i

In

Im Grad-Limes geht das kanonische Ensemble des Systems iiber in das

kanonische Fhsemble fiir das ideale Gas.



=25 -

Das quantenmechanische kanonische Ensemble ist

et e

mit

Z = 7?5'-{5/

In Wignerdarstellung hal man

/afn-.n):;%/f ??m

und

Z‘”;—/ﬁﬁ/ﬁ,’/”t’f/; v.) | {1.76)
1227 7ad

o lod
Zur Berechnung von f{fpjﬁ’;etzt man
a7
R =l /
leitet nach f{? ab und erhialt mit {(1.24), {1.25)
> YL, v
g R0 (e ) = (e I

-1 R o
- A% /{7’”:—/”&"‘"/{/5

also

| a—/%'./zm = ”}é’mﬁm;ﬂ/ﬂw {(1.77)

und

./émz”/ﬁ:a) =7 ' | (1.78)
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Gleichung {1.77) zusammen mit der Anlangsbedingung (1.78) ist die
Bloch-Gleichung. Sie hat die Losung (15)

@ ——ﬁ/ﬁldﬂ?‘;—(/f l
= &

£7 {1.79)
Das quanienmechanische grosskanonische Insemble ist
& ~ /%/ L A4
PO 5 T
cal (1.80)

N . O bl
- /..{ -£
<
wobei &= +1 {-1) im Fall von Bose {Fermi}-Statistik, und €= Qim
¥Fall von Boltzmannstatistik. Tr ist die Spur iiber symmetrisierte Zu-

1

stande im Bosefall und dber azllisymmetrisierte Zustinde im Fermi-
fall. Im Fall von Boltzmannstatistik geht die Spur iiber Zustinde chne
speziellen Symmetriecharakier.

Fiir Hﬂp= H nhat man beispiclsweise explizit in Wignerdarstellung

-4 '
ff 1_;,47,/} -’9{95‘9’ . (1.81)

o)
o g1 s F Lo M7 0] -

-2 Er Y
- 2 (/—sf ﬂ/q /3 j’ﬂ*’ﬁ 9_@# = fl-j
Man hat

_ e
e AT 107 Hl v 0t8Y]
wohel ,1 die thermische Wellenlange. Damit wird
- -AEL
oy = o (/T
[7—2 (e Fe = S o3) oty
(1.82)

| -3% —5&f
gwmir)é- £ {"jﬁécrd%)utadiﬂ]
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2. Der QM -Grad-Limes

2.1. Skalierung klassisch und guantenmechanisch

Klassisch multipliziert sich bei Skalierung des Wechselwirkungspotentials
;35@_7%) —_ ﬁéc r?q‘ -zr) = Fﬁfé'— %) der differentielle Wirkungé-
guerschnitt eines clastischen Zwelerstosses mit €7 Beim

Skalieren schrumpft zwar der Wechselwirkungsbereich von R auf

F R, die Dynamik des Stosses bleibi jedoch bis auf Skalierungen in

Ort und Zeit dieselbe. Genauer: Sei vor dem Skalieren ein Massen-

punkt zur Zeit t am Orte g(t} mit dem Impuls p{t). Nach dem Skalieren
findet man den Massenpunkt zur Zeil t am gkalicrten Ort qit}:q(tfs)—i:'

mit dernselben Impuls pltje). Diese Eigenschaft spiegelt sich wieder

in der Kovarianz der klassischen Bewegungsgleichung unter Skalierung

jﬁz /ﬂ‘:ﬁfﬁf'ﬁ);%ﬁ/%/‘,l%jjﬁ {2.1)
e e 1) = T te) FHe )
 —E G ppre - FEF) - e At

{2.2)-

Quantenmechanisch skaliert man vorerst wiederom das Puten_tia.i

gﬂg;() zu ;&!{) = fﬁ(fé) . Dabei schrumpft wie pehabt der
Radius der Wechselwirkungssphare von R auf £R. Dass dabei der
quanienmechanische Wirkungsquers chnitt bis auf Multiplikation mit
£' invariant bleibt kann man jedoch micht ecwarten, denn die charakte-
ristische quantenmechanische Wellenlinge X: %:‘;;‘: hleibt von der
Skalierung unberiGhrt. Diese Invarianzeigenschaft crwartet man von der
Forderung Rﬂ = konstanl, also der zusitzlichen Ska.‘i'ierung

E— el 2.3

Eine Wellenfunktion f,ﬁ.ﬁf wird skaliert zu

?';fﬁfé):é@%_ 7}/(7%';%) -. (2.4)

mit der Normierung
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/ Uoes Fesn et = "-‘%M' YL E) A7

{2,59)

/,&/ Z; E/%/é{ f:"ﬁf/}/af/:‘/

Diese Skalierung lissl (in Analogie zu der klassischen Gleichung (2.1} °

Frwartungswerte von Impulsen ungeindert

% 0058 Fe )

: 21
- £ '3:‘/ YL K5 A ) A
€28 ' {2.6)

/ P K s P 5/ -

= < f A

\md die Schrodingergleichung ist kovariant unter Skalierung
B2 iy - S e pAF)-
% é J%,—Na;‘/ HN 2 fe %) = (2.7)
= /— ;;g-z + Lo lpl) T o7, &/

Die Invarianz des Wirkungsquerschnittes bis auf Multiplikation mit re

zeigt die folgende Rechnung. Man definiert

//r_n% %?5(;) ) & = /fzé://
p=ZL
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist

é772'/f/’/ %, ) = /7“9/@ 9 g1/ | ' 2.9)

Dabei ist

7{' ' = 7 @, Uiy Ze Yoy 7
e

mit
.

ot e
,efzw = /Mf%f Z7

und

%ﬁﬁf;}=/¢g (r) 7 .«:’{G* r*’f }/ﬂ)‘}/ fﬁ!@’_’} {2.9)

wolei die Asymptotik gelten soil

%f rry ;—* W//gff /7}" f!ﬂ’ }

Fiir die Greensfunktion hat man

G 1.2 )= F M’ / T &

Die Skalierung ist gegeben durch

A —— A e FA

Hir) — 7%y = E%—A’!%)

Man berechnet die skalicrte Streuamplitude mit
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Lt G e X G

-7
-7 € ﬁmﬂ@v //g’f Teryg AP

_—_ég.(!rf‘;

+§/ 5;?# f’f_!; £ "?f;ﬁ-/éf/{!"f g/‘; f;f'_ﬂ)af: >

Fiir die zkalierle Greesfunktion berechnet man
.
%

+F r 7 £ /g!—!ﬁf
G e gl BB T

A

.;_
- & Blerirr )
also gilt fiir die Gleichung {2.10}
) # £ % ,
%ﬁ;. (€r) = Fntr |
* F
*/5'. s, _r"ﬂ;}g.}ﬁ’{_r:j };é* (€re) a/__".’rf

und damit hat man fir die Lésung

{2,10)
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%f fern = ggﬁgrj

Die skalierte Streuarmplitude wird al=so

Py 75 g ier o Gh ernbe
' (2,11}
-t 04

und der skalierte Wirkungsquerschnitt
Vo aii & z
G/ g 15 n s/ <
, :
-z I’VV? 9t/ - (2.12)

Y Ty

9.2, Der QM-Grad-Limes

Verlangt man wie im klassischen Fall des Grad-Limes: Anzahl n der

Massenpunkte gegen Unendlich, Radius R des Wechselwirkungspotentials.
gegen Null, mit konstant bleibender mittlerer freier Weglinge, also
nR2= konstant, und zusitzlich die Invarianz des differenticllen Wir-
kungsquerschnittes his auf die Multiplikation mit £¥*, dann hat man ats

Verallgemeinerung des Grad-Limes auf den gquantenmechanischen Fall

die Skalierung o My = f-..{—#
Eipppt A p-p)=gE-E a9
S Y

und den Limes v —e0 . {2.14)

Wegen
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£ He 3’1; ,/?4'

= — = LSl {2.15)
7= T TS

liefert der QM -Grad-Limes {wie auch schon der Grad-Limes) ein un-

endlich verdonntes Sysiem. Wegen

A7/ = 4’%—/%1‘1-/,;‘&: % (2.16)

also

g’%/fz(?/{/% {2.17)

giit im QM -Grad-Limes

?: =7, -f;/ =Z.g% -—~—‘3-a ' (2.18)

Fiir positive Temperaturen sind zomit im GM-Grad-Limes quanten-
statistische KDrre]atlnnen vernachldsmghar Tatsachlich gilt auch fiir

das freie gI‘Db&-kaﬂﬂnlbLht‘ Ensemble {1.81) wegen {1.82) die Asymptntlk

2/
;,./f ;Eﬂ;,?g} . /waﬁf?/'yf ~ }/f (2.19)

denn

(/;/E (43)e? % gz = U7/e F=o (2.20) -

Im QM-Grad-Limes geht also das {reie guantenmechanische grosskano-
nische Ensenible tber in die Uerteilungsfunkti.an fiir das klassische
ideale Gas mit Boltzmannsitatistik, Weller wird im QM -Grad-Limes

das guantenmechanische kanonische Ensemble itdentisch mit dem klas~-
sischen kanoniaschen Ensemble im (Grad-Limea, Bei Skalierung des

Potentials und von T geht dic Zustandssumme (1.76) Uber in
ZA+Z -2 oo T5N
22w [t s e 7 s 28 ) (2.21)
r‘ﬁ xﬁ/"

und wiederum gilt, wie schon far i{1.79), dass
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< {2.22)

R A

2.3. Skalierung der Hierarchien

- 2.3.1, Skalierung der reduzierten QM -BBGKY -Hierarchie;

die ﬁnalngie eum klazsischen Fall (8)

Nach Skalierung luutet die reduzierte QM-BBGKY -Hierarchie

%!E=ZE/F+3?E (2.23)

mit

. ' (2. 24)

= (;;f.g?’ 5;’: ‘Z /':rf/ Ko ﬂ%ﬂ .. !
ot/ R -

/ﬂ’_'?/éz%ﬁw AT,

ts-7' :

45 )
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Die erste Gleichung der Hierarchie ist

(2.25)

4 gyﬁ;} & | | | (2. 26)
{45 B o frrFeds pr ;6= ‘*‘/’E”ﬁfﬁ ﬁﬁ“}

A — '\.
+/§-Ezﬁ‘:§&r£ys ( - - }/ (. -- )
' A_'-‘-zcg"'j ’

denn

e /4"‘" /ﬁéw ”" L s 5 -
beAl =Fe

= M '!ﬁ w M/ rA-
e £ {fﬁ)f) S (8,5, % z ﬁ,!) |
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In Analogie zum klassischen Fall des Grad-Limes erwartet man als

Limesdynamik

ﬁ/ o o - -

,;;z‘_z_/ = L7 'B“__z_/ (2.27)
mit

.n ﬂ. . 2 L'-# .
L (L) 2 . . -
7 T L ey

o 0 j—i‘-‘tg'!‘"f
B~ (3) B /3 N

(3!#}:"# Zf;;f—-r}(!-r 'f}""'

=r ‘Zg};‘, gaé‘%._,,) & - }%’g

= &
R e

und p und p] 1 sind auslaufende {einlaufende} Impulse eines elastischen
ZWEIEI‘EtGSSES_mlt einlaufenden {auslaufenden} Impulsen pi, pj 1" Das
Oherfiichenintegral des Stossterms sollte dabei als ein Integral iiber den
quanienmechanischen Wirkungsquerschnitt interpretierbar sein.

Zum Untersuchendes Siossterms schreibt man die Losungen
der reduzierten QM-BBGKY -Hierarchie und der erwarteten Beltzmann-

hierarchie als formale Potenzreihen

£ 4. |
£ - i
_i/ﬁé! = ffﬂ)__z/r:; v:;ﬁ’é . ﬁé s¥frrq) FE (2.28)
- fffz-.‘.‘;}ﬂ{. S.f;é) __/{E;;'
' . £ -y .
_z_/f:;-= & rer v q;/#’/{.{é So-4) B ° (2.20)

Sk 4B - 5?4;_1_/.;;
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Im Limes sollte gelten

1/_51 — _é::,r (2.30)

d.h. man erwartet dass die Aufspaltung gilt
BE- B” €, ’3 £
(BEL%) = Z (BSy b )omrtst) =250
(BF!ZI = /&ﬁ, /E Jn.. g ;)

L (B e
s ya’s
-«

£~

S = = S

Damit wird die Untcrsuchung des Terms

(S5) BE 3% £ Jo = | (2.31)
g ( 2161 B, fﬁ S th) by Nty )
nilig, Dafiir untersucht man vorerst gincn Term
A
(5;{43 B,;A? ‘.‘_S}ff 4/ w./,;:)m. - %, ¢! (2.32)

Analog zum Kklassischen TFall hat man:

E{t ) wird zur freien Zeitevolution, falls der Phasenpunkt (x = .X )
die Bedmgung ]q q |>Rg 15i¢ 35 k erfillt. Unter freier Ze1tevulu-
tion geht (x ...xk]l ther in (x}...x3} = ta, - py/mt, 9paensq Py fmid
und far fast alle {x, .. ., } bleibt dabei 1q;- qJI >Rg, 16 ip j£k erhal-
ten, wenn nur E genﬁgend Klein.

Der Operator J:5 bringt einen zusitzlichen Phasenpunkt xk 41

k,k+l
= {q' +Rg, pk_l_l} in die Zeitevolution. Man hat die beiden Fille .
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L] - 1 A
{a) {pk+i _pi}m <0
. v - .
Un.ter Sk+1{t2] bleibt qu+1 q,ll > Reg, und zusdtzlich bleibt auch
| - r 1 1 - 1oF
iq! qk+l! >R g wenn man Pl .y 1M Komplement der (k-1} Kollisionskegel

{j=1...7...Kk) wihlt. Pamit wird auch Sli_l{tz) zur freien Zeitevolution
L

5k+1“2)’ falls nur £ geniigend klein, bis auf eine Menge vom Mass

Null.

(o) (p! , - pNA>0

3 . b I - - - . d
Unter Sk H{tzj wird qu+l qil R ¢ und die Zeitevolution ist durch den

vollen quantenmechanischen Zeitevolutionsoperator

- £ K¢t fé‘g,__é)-:} .- .
2 4 Kgf ;:;% ¢f\9¢‘ '?57' """3#/ ) .
Stu, (&€ ‘ (2,33

gegeben. Leider gilt die klassische Gleichung

. "'1.(:. -
(6 wrlaon ar e/ e )

gquantenmechanisch nicht. Die Mdglichkeit eines Ueberganges zu einer
Boltzmannhierarchie wird damit von der genauen Untersuchung des

Operators {2, 33) abhangig.

2. 3.2. Skalieruny der QM -BBGKY -Ilierarchie

Nach Skalierung lautet die (JM-BBGKY -Hierarchie
/ 14 14 E € . '
3 ~ £ :
7 F "‘Z_z/*"f?fl | {2.35)

Mit L! wie in (2. 23) und mit
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& £ 7 ;-
ce-rcf) =), ’
_ {/ C:;, k7 :'?'-f

&

(’:rs #F,%h "gf; E"{J/g: @’)
(2.36)

eSSV AE-E

In Operatorschreibweisc hat man fir die erste Gleichung in der QM-

BROKY ~-Hierarchie nach der Skalicrung

8,5 (0 -¢) = =< Litn) Feloi €+
(2.37)

———— . f '
+ N E 2 L,z fz (£, £ 4}
L2

mit den Tebertragungsprinzipien {1,552} zgur Wignerdarstellung und

zugitzlich mit

T s Sl P S

S

z —— z -
2, e, €/ //f ol 2 ¢! (2.38)

F ¥
.5"2 tE3 B £/ -————-'77{ (fﬁ/ﬂf F}g,f/?-,!}



3. Die QM -Boltzmanngleichung im QM -Grad-Limes

3.1. Umstrukturierung der ersten Gleichung der QM-BBGKY -

Vierarchie
Nach {1.39) lauten die ersten zwel Gleichungen der QM -BBGKY -Hie-

rarchie in Operalorschreibweise
BT, )=~ Lir) Sl7 L)~ 7 Lotrz} &trz ; £)

.é(fii{) - — & rd’-‘-,--n\"".lf\!:," :g’rfz/-{}—c'(;ffr!:f'ff

—r A2 ;‘;—-‘ Z,fﬁj} -5(1'23j <)

ey 37;.{, res) Strzz; ¥

Durch folgende Gleichungen deliniert man 2-Punkt- und 3-Punkt-

Korrelationsmuster

G2 ="Ser) Srz) — 5(72) (3.1)

fte3) = Frrz3) —-fn_,;;rfzs} -—-5(:;)‘#3} | (3.2}

— ffg‘yrﬂzj — ) przy §r3)

Durch Einsetzen erhilt man fir die Zeitentwicklung der 2-Funkt-Korre-

latiopen
/(,-zf. L) =t & f;z{jfffj &) #1L, 002) 5o tr £1 2024 (3.3)

+ » ?Afs]

mit

£ 7 o
/; z 3 / = g '../.',,ny/ f(f/"ﬁ?/fe 3£ ﬁ:!;;-?yyﬁf- z;w!»‘]
—u -Zf -’33}/- 5’(5’ -‘g?ﬁs'/'é? -~ _f‘.{f’ . ,2‘;:/4/,,} . !}J;ffag‘;,&]

(3. 4)
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Zusammen mit.der Anfangsbedingung /ﬂ{,‘f {:{ -7#:; ¢} wird aus
L= ]

der Differentialgleichung eine Integralgieichung
— Lél(rz; /

jf?z/-gﬂ/:rf /rxz}- 2 &

—elriy ¥ i e trar}

+ & P - Z,rm‘ QA Sre )
o {3.5)
—e ey £ Lirer
4 2 « i —_— >
* fp ‘dﬁﬂdﬂ J*-éit}ZILlJ?

und man erhilt durch Finsetzen in die Zeitentwicklung der ersten

Gileichung der Hierarchie
1,4 = — T
5{/1,/__ rd’(;)_’?('?ff

2% Al grr o Bre 4 +
=
£

— i Ltras -2/
%}f —c ‘4-/;{1"215 1,057 {;‘f}.? g
" ) {34 E}

el
—” ::—,:H;-r: Z.’rf.w’ - ‘ ’;?‘szﬂf o

'l
. — Lty e Loy P
~n G R limme T far e T

3 o
/.5 7%

Dies schreibt man &urch Addieren und Subtralbieren eines Terms um

Zn

LR A1 h) = = Lty R 8

: (3.7)
f-#:{’_-r_f-: (4N /fr'?,- £} €re a )+
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< )
—Z fm}f? =A} Low cre ) I-1)
+ //f -—f.."z-r”a)f

Bt A ram ] f

._,'Jf ¥ '
7 ?/J‘"rf}. - rd}ﬁzj .ﬂ!f

'
v ot £ -
¢ r i I - Ef}'
o f‘}/’-rz:.nde’ Al -

I

. —e &) -2
0Ll Jeilitw [t & —eZytry.

»

2 treif -2
5170080500~ " Srrtrgesdll

Die Beitrige der 5 Terme rechts werden im folgenden einzeln diskutiert

Term 1
Pieser Term beschreibt den freien Fluss. Waren die Termne 2 bis B

alle identisch Null, dann hatte man als Losung der Differentialglei-

chung

—e Lt .
S174l=€ Stz 0/

und dies kann man in Wignerdarstellung explizit schreiben

F "”j-# 55 £ & .
Aipppet=e Ll fop- B4

Term 2

Es ist _ .

L =l ttEH lpemtlr Ll R el oreobi=2)
Ee -~ e —e ) trat
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also

£
— el ey N ¢ Latrz -1}
ﬁ’/" £ - Zf re) = -

e lrt ¢
=— FF £ -

DNamit ernalt man

el ;;:‘! /_" ret
Jﬁf 4(18}/1!" i -f"f—-;- #fffﬂfjf {3.8)

Im QM -Grad-Limes strebt dieser Term gegen den Boltzmann-Stoss-

term.

Term 3 .
Dieser Term enthilt die Zeitentwicklung der 2 -Punkt-Korrelationen

and ist identisch Null, [alls man zur Zeit t=0 einen mnkorrelierten

Zustand vorgibt.

Term 4
Dieser Term enthilt die Kopplung an die Korrelationsmuster dritter

itrage disger Muster gegen Null streben

g
Ty
o
o)
ﬂ:

Ordnung. Man ewartet, d:

im QM -Grad-Limes.

Term o _
Dieser Term enthalt die Korrektur zur markeffschen Approximation

in Term 2. Schreibt man for die Losungen
<
—elaptt-# —e [r:}!(ﬂf) —t 2?;;;54—;
B(7,4] =€ ProM 12
7
” /r/ Lol Sma )07

2 (3.9)
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und iteriert einmal, dann erhalt man
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Im QM-CGrad-Limes erwartet man das Verschwinden auch dieses

Terms.

3.2. Skalierung
Mit den nach {2.4.2.) skalierten Grossen (2. 36), {2.37) und (2.38)

wird die umstrukturierte erste Gleichung (3,7} der QM -BBGKY -

Hierarchie in Operatorschreibweisy

-S.EIE'{} = i
(Ttn) . {3.12)
- Am}g re; £+
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3.3. Der Limes zur Boltzmanngleichung

Vernachlissigt man die Terme 4 und 5, dann hat man Fiir einen unkor ~

relierten Anfangszustand in Wignerdarstellung



Mit der Beziehung {1.55) zwischen Impuls-
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Durch Einschieben wu' ategrationen iiber vollstindige Impuls -

Orthonormalsysteme, und mit der Beziehung {1, 58) fir die Fourier-



50—

€ .
riacktransformation von j’ﬁff und ff(d erhilt man fir den Stossterm in

(3. 14) {Stossterm =: 5)

‘z L]

Se T

/‘ﬁ oG AP S fo g ) A H A AR BT

/}’ﬂz”' A 5,5;,4,/3r/-%{ (3.15)
AR ARL xS e

/F/éﬁjfx’jf'f%F/g‘zy;fy}'%}

//,ys,ff = x,d,"f/f =
5/(/5"5‘{ ‘*f,ﬂz f’f‘%ﬁz}ﬁ‘f/’ /-( 3’:)

.(na'!__;?;% jﬁr,—*f’# v et D (3. 16)

2/ 2

'vz ﬁzj’jéf’*’.ﬁ”>
Q;'lﬁﬁ Bowlp +405 o 70

Die Integration dber d3q2 liefert cine é- -Funkticn, und die Integration

3 . . . -
iiber d k2 wird damit trivial. Nach Ausfithren dieser Integrationen setzt
man k 1= k, und rechnet mit der Beziehung (1.61} aul Relativkoordinaten

um

S=ap 7 A E/,’?? 4?/3/;?’7//3/,.4;/,5
A Ao FpAt z*-”’;"{t" = r.?’g"“"') -
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Die trivialen Integrationen Gber d" und % fohrt man aus und erhalt
5P Ene fARS NI EGALG
/(i'ﬁ 7’{/‘44@_,@%/ Zy+d 2 ,y,#)

(‘Té"! f/]“g% /1{__@>
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H—-f-/ xiig-a) gl s )

_é,.(‘
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Nun fiihrt man neue Variablen ein durch

{3.17)

(3.18)
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ﬁ*%ﬁ"z/z
e
(-1 f-4
é.ﬂ'# nf-—‘é .P%! (3.19)
- 222
x'_
f =
;f ﬂt?
mit den Jakobimatrizen _
LY 1 4 o o [e H A
£ e 4 o ofijd | tagi 4 -Tllpl
= o t? C o {320
£ ﬂﬂ-f'%-;"[x']r}{%g
.,ﬁ. | & e 0 "7” ’H:J ;f‘ -7‘:_ FJZ .’74

und den Jakobideterminanten 64, 1/8 und 1, Man fiihrt die Substitution

durch und erhilt

S S I A S
A e

L TVAT Y
A - £ 1 £- £

{3.21)

NEE ATV |
{_{;- !_;f/j;é [4-’12) /ﬁ = % !>£

F
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Nunerseizt man noch die Integration dber d3x durch eine Integration

aber do(x - 2q/£).

S=@%7’{§?£&EE /Jgﬂ/ﬂ‘;«’d

| % (-3 Lo
.Zf.i *, /Af /ﬁé’
g 2B z,ﬁ. 2=y ZH
) .;9!:_; FFi“‘"‘—"f (3.22)

/ !;— -’—"fff'g/g,

/r/;f‘f -3 Ez?;/'.’ﬁ *!f,"ffl
Airee 2 p st 4

. | .
Um den Limes g—es durchzufithten entwickelt man ,r’:; .. } in eine

Taylorreihe inff 3, und hat dann im wesentlichen Inmtegrale der Form

{3.23)

Z . 4
T s g fe ]
ﬂ'# <. ﬁ-:r-ﬂ#ﬁ ?
—_

¥
zu betrachten. Darf man die Integrationen iiber dx und db vertauschen

{Anforderungen an V{ h}), dann llel‘ert k-fache partielle Integration

N
; ay n/%é’,@g/,& & ax =

_;f-
— o el
1(; ajfi}"yé“??l/ MJ /7 —%ﬁgf e

{3.24)
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falls die Funktion ;Ab] geniigend schrell abfillt im Unendlichen. Fir

den Stossterm erhilt man damit im Limes g—¢

f:fml/j'}:fﬁ/é@fﬂ@f. |
S PP AL LI NI AV A
ol 20 1 DAL N Moz | £ (-

' {3.25)

F g, ol e T L e At
Mit (1.68),(1.69),(1,70) und (1.72) ist dies
5"'-:7;2,{' Wﬁﬁ/%’fﬂ/}@#‘#%aﬁz_{’/j )
(AT > ~ <o /T e S
P A S 71830
{3.26)

(/f—g’— = o7 o (ET )—ngy)

—/HQD—-——- -memnfzé}))

Ztb)-Z14)
%Eﬂwﬁfﬁ,ﬁ-ﬂ%ﬁﬂr—ﬁ-f ,{y

and weiter mit dem optischen Theorem (1,71}

S = 1.8 A A, TV - L) A I
/;{ 9’:’ A~y 0,4 / ‘T;ﬁ’”’d“’-’*{f"” (3.2
S g0 A e 2Eng €18

Dabei ist der Stosz durch folgende Kinematik gegeben
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(3.28)

Mit der Beziehung (1.73) fir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

erhilt man nach Ausintegration iiber die J -Funktion
‘,rg, f ? ﬂé‘
73 / / / /e, —*J ) -
V27
/5/

_ _ (3.29) .
LA 1 0 L i A0 5 )
A ot Yo 2
wobei
, {ﬂ:ﬁf{fj}'?“ﬁ"_ﬂ ﬁ
£ " ‘,.73{/ -/_ﬂ?j/_'_
L Y
Y T4
Die erneute Substitution
/—r E,ﬁ /r’r ﬂ)ﬂ "!: "‘_2/;
(3.350)

P = = 2o, /,"#/—sz’*uf

mit Jakobideterminante 18 liefert schliesslich die Boltzmanngleichung
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oder mit der Definttion

7/;14;/- f’/ =///f;4,7q,-£}’ - {3.32)

also der fiblichcen Normierung

ﬁ}/}’}%ﬁ'f‘/ =47 (3.33)
die Standardform o |
3

cﬁr—//ﬁ‘?ﬂé{} =
. —.-#%ﬁ'%@rﬁf{}‘ . | (3. 34)
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4, Die Fujita~Gleichung (20)

4,1. "Counected Diagramm Expansion'-— Eine Umstrukturierung

der ersten Gleichung der OM-BBGKY -Hierarchie mit

Hilfe einer Graphcentheorie

2
Zeitentwicklung der 1-Punkt-Wignerfunktion fT{xl;t} wird mit Hilfe

Das Stossintegral Gher die 2-Punkt-Wigneriunktion f:{xl,x ;t) in der

einer (raphentheorie {Formale Storungstheorie in Potenzen des Wech-
selwirkungspotentials) approximativ ({ilr grosse n) in eine Summe von
Integralen iiber Potenzen von 1-Puonkti-Wignerfunktionen umgeschrieben,
und im QM-Grad-Limes untersucht.

Die Schridingerpgleichung (1, 43) lost man durch eine formale

Potenzreihe

& Z,a;-'r.-w)f - 4 ‘4.'
ot O v t) = [?'-:Z L] . -//z,‘é,' .

i(4.1.}
Jé) ﬁ'/é}}&ﬁ..-ﬁf-gf
mit
P ] . - - .
~L o 17ty Loy e -} Ew
Pl )~ o ﬁ & ’ (4.2
e .
¢ Eﬂ;%:.f % f..nz.é /ﬂ : -3
also

W __.Zﬂﬁft"{';‘ . (_/,,ﬂ:’.e:/
) = Z £ @"(é’ T (4.9

Lk i

Diese formale Potenzreihe setzt man cin in den Stossterm (=: G} der

Zeitentwicklung (1. 50) der 1-Punkt ~Wignerfunktion und in deren

Definition {1. 28).
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(4.5)

///{ff:k"z J,-;_,ﬁ arfr-#:f’t’

"_‘.-!
% (4.6}

/ffzdﬁ-./zéﬁfﬁ Mf%“ﬁ#

Darstellung der formalen Tntwicklung durch Diagramme

Ziel: Identifikation von Faktoren in (4. 5) mit Entwicklungen der Form

{4.6} um einec geschlossene Gleichung fiir die Zeitentwicklung der
1-Punkt -Wignerfunktion zu bekommen.

Sei vorerst das System zur Zeit t=0 unkorreliert, d.h.

o) - (4.7

/a?x,".y.f-a,hfi
=7

Einfache Diagramme fiir fr{p,q; 1)
i=1

¢ S A 4

3

Dieser Graph entspricht dem Term 0. Ordnung in der Entwicklung {4. 6}
&
F " Zprﬂf.i
7 Z5 St v wm
A e }"7;‘:’?’:---; £x-a} - O
ﬁt-.a - s

é fd}
/ﬁr o)
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Dieser Graph entspricht dem ﬂ"r‘erm 1. Ordnung in der Entwicklung
(4.6)

o tr .t ¢ ’
/(.F”J ety /ﬁé 277, 53‘77;’%;4#

] i ¥ - {4.91
Ar 2.z L/.pf#{ -{ofﬂ,fl.‘: =
= & #//,k:.,d" A A Z

? Z‘ l"fl-'f'l—(r & a -
- & (o ol G tx; o}

Einfache Diagramme fiir &

i=1,j22
£

¥ 4 ""/f

Ll ”
ﬁf{iﬁnjf ’ ;/ﬁ#f}_%%}m}=
77 (4. 10)
v et
= & oo % v Zau/ﬁfa_f/ﬂ;jﬂ)ﬂr; 4)
{ & o |
RSV RY,
rwf-.ﬁ Z‘ £ ) ""Zuﬂ 7-[
S Sha e Sl
(4.11)
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Allgemeines Diagramim

Ein allgemeines Diagramm bestcht aus n parallelen horizontalen Strek-
ken (freie Zeitentwicklung der Massenpunkte von 0 bis t) und dazu senk-
rechten Poientialverhindungen. Verbindungeﬁ zur Zeit t=0 markieren
Anfangskorrelationcn. Fine Strecke {Hasisstrecke B) wird ausgezeich-
net. Die Basisstrecke wird mil i indiziert, die {ibrigen Strecken mit
Indices aus (1...f...n). Alle Indices ungleich i gehéren zu nichttrivia-
ien Integrationsvariablen, Ein nichtindiziertes Diagramm steht fir eine
Klasse von Diagrammen mit indizicrten Sirecken. Wegen der Symmetrie
von /‘w beziiglich der Permuiation der Argumente, ist der Beitrag
einer solchen Klasse gleich dem Beitrag eines Reprasentanten, multi-

pliziert mit einem kombinatorischen Faktor.

Klassifizierung der Diagramme

Freie Strecken

Eine Strecke heisst frei, wenn ein Diagramm nach durchtrennen dieser
Strecke in zwei Teilc zerfillt, ' |

(Mit J gekennzeichnet).

;‘: g P f ] ¥
i 57 3 J——c'—
R el ns mani e R
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¥ Hor Ver|
_i.{ ' ;..f _’._'#_P
=T l[ i
'; ! : s ¥ — B__;Ll_.’-——
B & E 3 o _
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V]'.r"[ -Verhindungen

—r

Eine Potentiaiverbindung, welche die Wechselwirkung ewizchen zwei
Massenpunkten beschreibt, die zu spiiteren Zeiten an keiner Wechsel-
wirku.ng mehr teilnehmen heisst \?M -Verbindung. Aunsgenhommen gind
Verbindungen mit der Basisstrecke.

{Diagramme [X bis XII haben YM-Verbinﬂungen, nicht aber

Diagramm 1T}

Verpundene und nichtverbundene Diagramme

Besteht ein Diagramm aus 2wel oder mehr Teildiagrammen, die unter-
einander keine Potentlalverbindungen haben, dano heigst das Diagramm

nichtverbunden, sonst verbunden.

{Diagramme X und XI gind nichtverbunden, alle andern verbunden)

Reduzibel und irredu +#ibel verbundene Diagramm{‘

Ein Diagramm helsst nichttrivial, wenn es Inine.s srens eine Potential-
verbindung oder die Pasjisstrecke enthilt.

Ein Diagramm, welches zweil nichttriviale Unterdiagramme enthalt, die
nur durch eine freie Strecke verbunden sind heisst redutzibel verbunden,
sonst irreduzibel verbunden.

{Diagramme v, IX, X und XII sind reduzibel verbunden)

Bedeutung fiir dic Iniegrale?

Schiebt man alle Integrationen 50 weit nach rechts wie mdglich, dann
erhilt man folgende Zuordnung zwischen den oben typisierten Diagramm-

teilen und Faktoren in den Integralen:

v MVerhindunE

(% 4 gl 52) o

Ein solcher faktor ist identisch Null, denn ersetzt man im Integral

w g
Wﬁﬂﬁfé’%’ 7?”“ e g/ s
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den Integrand durch sein Fnuriertraanurmiertes
. F
% @Jﬁ/ffé(;'ﬂ*izéﬁr“‘ia '{ﬁ}
—df;?n«i Qo gusid & ;Z/@,,., Lxls

pnd transformiert formal zuriick unter Benitzung der Identitat

I8 = 5% 7

dann erhilt man

//’;&: ré gﬁﬁ! rd ;g;, a/ '_3_ 5-]:”,4; ( Fouriertransformierter .

Integrand (4. 13,
ifhl. . )t

{4.13)

Ersetzt man in (4. 13) den EX[}ulle;llialfa_ktDI" e durch 1, dann

. ist dieses Integral identisch Null. Man subtrahiert daher im urspring-
_lichen Integral {4.12) 1 und entwickelt die Exponentialfunkiion. Die ent-
stehenden Terme kénnen zu Oberfliichenintegralen umgef nrmf werden.
Diese verschwinden alle, falls das Potential geniligend schnell ablallt
im Unendlichen, Ein Diagramm mit V_ -Verbindung trigt somit nichts

zu den Entwicklungen (4.5} und {4.6} bei.

Nichtverbundene Diagramme

A?,./ ﬁrﬂaﬁy / Y ;m./ G
ﬁ&syé'aé srsshpeke mid?,

Diagramrme ohne Basgigstrecke enthalien aber ¥

M -Verbindungen, sind

also identisch Nall, oder sie sind von der Form

:7Anfangsk orrelationen

4

[

i
1

E keine zusatzlichen Verbindunpgen
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Dies entgpricht Normierungsintegralen fir /uw, denn das typische Inte -

Eral

//A . "/;*5- (""‘/{"“/"’y/#;"ﬁ:l -
-4 o sty

FH .
/’rﬂﬁr"r‘“"x"';“"f}"’}

-

nichtverbundener Faktor
macht aus einer (r+s)-Punkt-Dichtematrix eine r-Punkt-Dichtematrix.

Man braucht algso nur verbundene Diagramme Zit betrachtern.

Reduzibel verbundene Diagramme

&y ¥ ' ..w'/v
fa W)z
.. )f{f.

Fin reduribel verbundenes Diagramm liefcrt einen Faktor mit einer

verbleibenden Variablen, oder ein Multiplum zur freien Zeitentwickhmg

der Basissirecke, falls das Diagramm his auf die Basisstrecke redu-

zibel ist.

Irreduzibel verbundene Diagramme

fee v ?:.‘a,-.(./er b
— 2.y -
);f--/////”i’hd){f---
ev. v )/ e ) [ty

= Hauptwechselwirkung

Fiir die folgende Diskussion sei das irreduzible G-Diagramm

P&

z

o=—

£

o Lo ?ﬂ; {/_A/Xif Z::'sz ﬁiﬁﬁ?ﬁ! f:;'JA’jjd

L]
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fest vorgegeben. Reduzible Erweiterung({en)

i 4L & °

AT e ¢
f'ﬂ a 08 r
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f ﬂ’r 211t~ i’ 13 Lo ﬂr’é}

—

/% ) A, )/(y,,

+ alle weiteren bis auf Strecke 2 reduziblen Diagramme

Eﬁtsprechende Diagramme fir f;"{xz;tl‘j
a €O
'{‘ A o fif# 7]
) —e A 0a;9

¢ fl -3 Zﬁz;/ s Nt 4
e | d e /;ﬁ&;

2
)
o L4
//;hfy o, /fk}}; o}

+ alle weiteren bis auf die Basisstrecke-2

reduziblen Diagramme

Dasselbe Verfahren kann man fiir die Strecke 1 durchfiihren. Ein allge-
meines reduzibles Diagramm mit obigem irreduziblen Diagramm hat

also die Form
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‘._.__a— = -
oL - e
i ¢
- . Beiirag zur Entwicklung der
;_‘ R :f[ . Strecke 2 vor Eintritt in die
—_ y Hauptwechselwirkung
F__. J— ! o
: P s z
'I .
; : Haupiwechgselwirkung
4
K] .
ﬁgi__ N
v N - Beitrag zur Entwicklung der
I -I . N Strecke 1 vor Eintritt in die
g \\\. Hauptwechselwirkung
._-_—"-_—._ — ..'\K
== N

Die beiden Biécke T und M erhalten keine direkten Potential -~

verbindungen {sonst entstehen andere irreduzible Anleile).
- Die beiden Blocke I uwnd Ii sind von den Bintrittszeiten t“}=tl und
t[Z}:tt der Strecken 1 und 2 in die Hauptwechselwirkung zu fritheren
Zeiten hin gestaffelt (sonst Vm-verhindungen pder zusitzliche irredu-

zible Verbindungen)

L...{t-t)

3
Die Zeitentwicklung von t. bizg I (Faktoren der Form d x

1 3®
. . +) liefert in reduziblen Faktoren keinen Beitrag, denn entwickelt
man die Exponentialfunktion, dann hleibt die 1 stehen, alle iibrigen
Terme verschwinden wie in (4,12} als Oberflichenintegrale

- Fir Hauptwechzselwirkongen mit V Strecken entstehen Blﬁcke. I..¥.
Jeder Block hat die Struktur eines f:;{xj: tj}.

- Korrelationen im ]Iauptwech_selwirkﬁngsteil eines Diag-ramms kdnnen
nicht reduzibel erweitert werden. Solche Diagrammé bleiben unbehan-
delt.

- Der kombinatorische Faktor fir migliche Indiziérungen eines Dia-

gramms mit ¥ Strecken im irreduziblen Tellund m_. .. my zusatzli-

1
chen Strecken in den dazu reduziblen Blécken ist
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denn man hat die Anzahl Méglichkeiten zu berechnen, wie n Indices an

die felgende allgemeine Blockstruktur angebracht werden Kénnen

e A v/
S?"(a'{ﬁ’ ey f My .}

. ’-{
»! c & M '
— | p Shevden \ . .
‘ — ”y PSR Y
j;f‘:/'{ﬁ'l “-f

F Y

Nin betrachtet man

Zpﬂ?fv=k} L[

61‘ E//;#J}i'—'rf}'é’ (ﬂ.—rf}.
5 /{ /éﬂ {4.15)
- *, i

i $18)) it
+Of ﬁ'/ #7) L

und strukturiert nach irreduzibel verbundenen {ic) Diagrammen um

& £
¥ L Za -
é"/:?{’r ‘?(;'-Y*frf'f? fr—zt -

| ./[ﬂ*_zﬁf r’?'f;:ﬂ:}- peaclied, Mmérwyd) * (4.16)

+/’m;éra[. -.],;,, {1+ Z_ﬁg;.mpe’é‘m))f
' /“':”n ) T @%’;’7
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Ein allgemeiner Term aus (4. 16) hat die Form

%ﬁ f—m)edﬁf”_{//zn/{;’ .

[ g -%“31’],: Ao 7 oeet? JF{HF’FJ?; '
’;,-ms' m Lo fw:.,..fé.m#u} £
#‘.ﬁ" & -p /

(ﬁf

.rg{"'jky Z /// LG
Nt #e / (4.17)

J-I-'/m ' ’F_;; - s ! (
- e _,}
#* —;. Tt 5 e, ,,7,,)
+ OF* |

Die Entwicklung von [ T{ j} bis zur Ordnung 0{@ n-v -l} hat die Form

f(k,f}?"* oy

Eé’aﬁﬁ% .. #}f;#b

F-X o H =-

ﬁ% /’ﬂ;f .. /étg [H.. )l
Yy

{4.18)

[or—.—2)] P .
& ALt T _
w7 S~ 2
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Ein Produkt von solchen f;v{ j) enthilt viele Terme mit Ordanungen hiher

n- V-1 . . . L
als O{ﬂ ). Lisst man diese weg, dann erhilt man bis zu dieser

Ordnung

TF)
3 £
Al )=
ﬁ/{ by G/ . .
=HHHZ~ o Z.g 4} L?f} Z WI'Z/PM ' -

=
i".w - - ¥ /ﬂ, o, A/ (VFF .- fg‘g}”}z{

‘r-.ul'

w/%
-f-‘f /éé 77" é{ [f? ‘*{"ﬁ} 4’1‘5&}]#;

[, 4-::!
J=r/ 4 ’”{5’ L Yy ,))
S

Den Ausdruck in der runden Klammer von {4.17) kann man andererseits

(4.19)

schreiben
» , - A £ .
= jﬁ' lﬁ-,.p ryﬂ_‘iﬁ'} .. ﬂ:é_".! fl
Z ; e T

£y

id;;;/ff 5 /ﬁégf'ﬁ /’é

[ #r4e,). - ﬁ/{s./]y, /t,; -yay.’f

(4.20)

und der allgemeine Term {4. 17} wird mit (4. 18) und (4.19)
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o F-- ¥
%’1‘2 - N o S R ’ /44- %’4
L s . %&’e}]; | | (4.21) -

[ﬂ )‘ f

277

/é 4 £o) (74 0//}/

Damit hat man schliesslich fir den umgeordneten Stossterm (4. 16)

6.-‘" ,7?’, {,%}’:
w1 [ afp Ak YA )
/%ﬁ"ﬁj/yf_f/ /"(V/”f;ﬁ;{) {‘#M//

-2

*Z# ‘7, ﬁdg /4{’//?4 14.22)

Z, fr..n;t' --L.’ {Af.g@.;é
o T
f(a mya.)!,_ .f#[ﬂ%ﬂ}éﬁ%—;ﬁ ).

{vﬂ:{.ﬁ:?&} :,,/{-] Dl -

/y . —Zﬂy’.ﬂ" //’;7? y ;jfﬁdf%y/
g .
c o)

Die Indices

My oo 1 fRe e 71 v§
ety ootk |

{4.23)
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sind so zu wihlen, dass irreduzible Diagramime entastehen. Fir den un-

behandelten Teil der Diagramme mit Anfangskorrelationen hat man
?‘?r,?f' ‘Ef‘j/" Vo) =
&, &z
fﬂﬂ' ey - : Ha: YA JZ - /4/4
/ fe) ]
I F %wer - - /@f’@a&..f.ﬁd”{

mnd damil die Fujita-Gleichung

Z om(f' e "'l

3 yw
PEF 7Y -
- .
- %??/%f/ﬁ ’  (4.25)
r Era g L5 Vg f )

Mit der Fujita-Gleichung hat man {im Gegensatz zur Gleichung (3.7},
welche mit Term 4 nur eine ailgemeine Ankopplung an Korrelations-
muster 3. Qrdnung enlhiilt) einc explizite Entwicklung in 2-er, 3-er,
.« =, joer-Stéssc. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass bei
Skaherung fiir den QM -LGrad-Limes diese Terme mit Polenzen E i-2
behaftet sind. Diese formale F -Abhangigkeit kennt man aus. der Skalie-
rung der reduzierten QM -BBGKY -Hierarchie {2.25) . (Fir den Fall der

klassischen Hierarchie wird in {8) das Verschwinden solcher Terme im

Grad-Limes gezeigih

4.2. Skalierung der Fujita-Gleichung und Limes zur

Boltzmanngleichung

Nimmt man zur Zeit t=0 einen unkorrelierten Zustand an, dann hat man

fiir die skalierte Fujita~Gleichung
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Er s
A G
et/ i PRI
/it 27 A o Fﬁ,f’///@gﬂ. ﬁﬁfaw’
+2@,-ffy” ” /}&gj/ﬁ/fg
S [ e iRt
774 Htepre L prts b pth |
Bt ”""/4‘/4]” .
i T L v & ,;/ﬁaaz/)?
#&y@ﬂ_
wiederum mit den Indices (4.29) so gewahlt, dass Irreduzible Diagram-

me entstehen. Nimml man vorerst an, dass Beitrige von Diagrammen

mit »> 2 im Limes €% verschwinden, dann hat man (Die Fehler OF) und

O{ﬁn‘-l} werden im Folgenden unterdriickt)

5%/?”7"/#;
--# 5 g
s pe-Egh B AT SV )2 )

{4.27)
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/té/f)?"’/”/f'fmf'///, £ L+
iz, > . /{4 (g pre T

(4.27)
o fre Z T2 ,-"é)
-%f;{—,ﬁ,’{zrl’#’.{{e INTA
‘ﬁiﬂ -ﬁij//é €5, €te! ;{;Z 7, ré;f
. Nun approximiert man wie in (3.6}, (3.7
S/ g
2
--Z5F A
S E#p@%’w) *é/;é/"t"%f&,?f-fg/‘.{;-‘
(4.28)

Z(fz)/%,g;

2 él (2]
"""’Z”/é )J/;z)ff /%
Za?It,‘

) m1t dem Fehler

re s/ it L3SV AR L

PYA I

z ) the, A«i
£

Lop-2.]-
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//2’4 @x‘fgf/%’,':;’ €%, £4) (4.29)
Z:J{;zj /1.‘! - f//, L
Y e e

In diesem Fehler iteriert man wie mit (3.9) und (3. 10} in {(3.7). Far

——

den einfachsten Summanden erhiElt man

e £ Joh AR st ah SIHEH)
g2 Sy

% 34
- Gy &
S f A Z@'ﬁ}" ﬁ ,—,-?J {4. 30)
’ g (gs ﬁ‘!tf

Az ;?,/]
/r £ *féi/f;&,ga,é'-fé—fé)

/?ﬁf £2,) -4~ 24

Wie far (3. 11} erwartet man, dass solch ein Term gegen Null geht im
QM -Girad-Limes. Ris auf die Fehler hat man also die Gleichung (4. 28)

und mit der Entwicklung

& < Hdﬁiél‘" v Fff’;b.
. A &,
%"Z - A’éﬁmﬁ A

kann man die Zeitentwicklung geschlossen schreiben und erhilt wieder

(4. 31)

die Gleichung {3.13), also im Limes £ —* O die Baltzmanngleichung

(3. 31) bzw. (3.34).
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5. Diskussion

5_1. Der Stossterm fiir den Fall von n gleicken guantenmechanischen

Massenpunkien

Fithrt man die Herleitung der Boltzmanngleichung im Abschunitt 3 durch
fiir den Fall von Bose-Statistik {Fermi-Statistik), dann hat man folgende
Aenderungen vorzunehmen:

i. Man hat " zu ersetzen durch/{wﬂ: (Eﬂl-an{P’-]w, mit P* der
symmetrisierten {antisymmetrisierten) Dichtematrix. Im QM -Grad-
Limes streben solche Verteilungen mit Bose-Statistik (Fermi-
Siatistik) gegen klassische Verteilungen it Boltzmannstatistik

{z.B. (2.12))

2  Den Ansatz (3.1} bat man zu ersetzen {16} durch
-S s:.":z}) = Qf!f?)ﬁﬁ'# 56:} i-j ?"J {5.1)

wobei man beispielsweise in Impulsdarstellung hat

G Eop £y 5t 5% o & s B

{5.2)
R SL Lt £
o b5 e BB P B>
Dies fiihrt in Gleichung (3.22) anstelle von

ﬁ?ﬁff/%/-frﬁ?% 7 re r/-g;/,;y-_dfeff) (5.9

auf
Lo el 2Byt i o o5, - Aoedl)
L7+ 7. ) e ﬂ%?ﬁ’vﬂf /5;-?4/) {5.4)
rlrte ) e (F Yyl
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und die quantenslatistischen Bifekie verschwinden wieder im Limes

E-—> ¢ dcnn

_Z/z?”-e= 1/'?/‘5 £= (5.5) .

3. Den differentiellen Wirkungsquerschnilt {1.73) hat man zu ersetzen

durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt mit "Austausch”

%/; &8 ¢ = //;%af;zﬁ-@/,@f z";ﬂmif - {5.6)

Es giit die Skalierungseigenschaft (2. B d.h.

// /5/ Ez/%/a . (5.7

und die quantenmechanische Moglichkeit der Austauschwechselwir-

kung gleicher Massenpunkte bleibt im QM -Grad-Limes erhalten.

Kurz zusammengefasst hat man Telgende Resultate: ‘
Die Forderung der Invarianz des differentiellen Wirkungsquerschnittes
bei Skalierung bringt eine Verallgemeinerung des Grad-Limes far die
quantenmechanische Dynamik. In diesem Limes strebt (bis auf Fehler-
terme)} die ersie Gleichung der OM-BRGKY -Hierarchie pegen eine _
quantenmechanische Boltzmanngleichung mit exaktem guantenmechani-
schem Wirkungsquerschnitt { inklusive Austauscheffekte bei gleichen
Massenpunkten). Quantenstatistische Korrelalionen werden vernach-
lissighar, und man bekommt klassische Verteilungsfunktionen im Limes.
Irreversibilitit wird im Limes {n —» &) gingefihrt durch eine implizite

Kausalitalsforderung an die Losung (3. 3) der Gleiuhung' {3.3 {19, 21}.

5, 2. Offene Probleme
Die Herleitung einer (M -Boltzmann-Hierarchie als Grenzfall der redu-

zierten QM -BBGKY -Hierarchie macht die genaue Kenninis des quanten-
mechanischen Zeiteveolutionsoperators {2.33) notwendig, Im Zusammen-—
hang mit der Behandlung von Term (2. 32) ergeben sich die folgenden

konkreten Prableme
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- Kann man im Fall "(b) (p} —p!lfl-ﬁa =0" eine Zeit t angeben nach der
= 11 - 1 n - [ 1] A - n .:- — a "
gilt lg; 4 :i'[ > Ry und (pk+1 pi”qlﬁ-l qi] 0 fiir eine gewisse
I 1 | It
Funktion {1 k+1) {}ﬂl eee ka].
- Kann man diese Zeit als Stosszeit interpretieren und gilt beispiels-

weise t —» 0 im Limes

- - 1] 1t 1t 1t = S = d‘l . . d,h, s. d
Sind TR Pyypr 90 P; durch die Stossabbildung gegeben, in
das auslaufende Phasenpunkte zu den gintaufenden Phasenpunkten

1 ] I r o
':l.k_l_ll‘ pk+1! qil pi -

In der Herleitung der Noltzmanngleichung in den Abschnitten 3 und 4 .
hat man Terme vernachliissigtydie Ankopplungen an Korrelationsmuster
héherer Ordnung beschreiben {(3.12}, (3. 13)}), bzw. ;ﬁnkopplung an 3-er,
...j-er-Stésse im Falle der Umlormung zur Fujita-Gleichung (4. 26LEs
besteht das Problem diese Terme abzuschatzen. Zwar ist formal die
Ankopplung der Kerrelationsmuster proportional der Dichte {‘_ des
Systems, also proportional £ und die Umordnung zur Fujita-Gleichung
liefert sogar eine explizite Dichteentwicklung, d.h. die Integrale iiber
j—~er-Stésse sind propoertional zu EJ_Z‘ Solche Integrale enthaltenjedoch

asymptotische Zeitentwicklungen, ( z.B. den Zeitevolutionsoperator

Dies fiihrt eventuell dazu, dass die:Inte-

{2, 33} in der .
grale micht wie O{Z} bzw. D{EJ‘I} j =3 verschwinden. Dasselbe Froblem:
hat man fir die Terme, die aus der markoffschen Approximation des
Stossterms entstehen. Zwar hat man gezeigt, dass auch diese Terme
formal proporiional (E sind, nicht aber explizit eine Ordoung O{£)
nachgewiesen.

Geit der Publikation einer quantenmechanischen Verallgemei-
nerung der Boltzmanmgleichung durch Uhlenbeck und Uehling 1933 (22)
hat es eine ganzc Reihe von Versuchen gepeben, eine quantenmechani-.
ache Boltzmanngleichung herzuleiten ans der Schrodingergleichung fur
ein System von u Massenpunkien (24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31L.
Es scheint allgemein akzeptiert {18), dass man die 1-Punki-Verteilungs-—
funktion in der QM -Roltzmanngleichung als 1-Punkt-Wignerfunktion zu
jnterpreticren hat. Damit gibt man die direkte klassische Interpretation

als Wahrscheinlichkeitsdichte tiber dern Phasenraum auf und peschrankt
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sich auf das Bilden von Erwartungswerten (23), die ja wie klassisch
durch das Phasenraumintegral {1.16) gegeben sind. Dieser Punkt er-
scheint in etwas andercm Licht, falls man das System ir QM -Grad-
Limes betrachtet. Wegen £—0 im Limes hal man eine klassische Inter-
pretation der Verteilungsfunktion {(2.19}, (2.22)), trotz guantenmecha-
nigsehem Wirkungsquerschnilt im Stossterm. Ez bleibt die Aufgabe die- |

sen Uebergang mathematisch rigoros zu behandeln.
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